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« Relacje Kramersa-Kroniga wiaza ze sobg czesc rzeczywistg i urojong kazdej
funkcji, ktora jest analityczna w gornej potptaszczyznie zmiennej zespolonej.

« Pozwalaja na otrzymanie czesci rzeczywistej z urojonej i odwrotnie.

« Przenikalnosc elektryczna opisuje wtasciwosci elektryczne materiatu
(wzajemny wptyw pola elektrycznego i materiatu nieprzewodzacego):

e(w) = &1 + 159

o
flw)=1+x+1—

EoW
gdzie czes¢ rzeczywista zwigzana jest z energig zmagazynowang w materiale,

a czes¢ urojona okresla dyssypacje (strate) energii w strukturze.

« Podatnosc elektryczna ;((a)) opisuje tatwos¢ polaryzacji materiatu
nieprzewodzacego na skutek pola elektrycznego.
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Zatozenie: intensywnosc fali elektromagnetycznej jest wystarczajaco staba,
zeby wywotana polaryzacja liniowo zalezata od pola elektrycznego.

Wowczas przenikalnosc g(a)) oraz podatnosc ;((a)) elektryczna opisuja
liniowe odpowiedzi osrodka na zewnetrzne pole.

Przenikalnosc elektryczng mozna przedstawic w postaci:
fw)=1+ /:O f(r)e™ dr
A po rozszerzeniu na ptaszczyzne zespolona:
g(w')=1+ T f(rle“ e dr
0

gdzie w'=w, +i@,

Poniewaz odpowiedz na dane pole (np. polaryzacja) nie moze go wyprzedzic,
funkcja f(r) dazy do zeradla 7 — .
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« Dodatkowo do zera dazy réznica f(r)— % ida @, >0 funkcja podcatkowa
o

jest zawsze ograniczona, a przenikalnosc elektryczna g(a)) jest analityczna
w gornej potptaszczyznie zmiennej @' (rwnowazne przyczynowosci zdarzen).

0 W l (AF]
e Rozwazmy catke po konturze (dla dowolnego konturu z tw. o residuach):

§g(wl)_1dw' 0

@'—@
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« Wartosc¢ catki wynosi zero, gdyz zgodnie z podstawowym twierdzeniem

Cauchy’ego, catka po drodze zamknietej z funkcji
analitycznej (brak osobliwosci) jest rowna zero.

o Oznaczmy funkcje podcatkowa jako p(a))

o Catke mozemy zapisac jako sume catek
po poszczegdlnych czesciach konturu S:

i:p da) Ip da)+jp da)+jp da)+fp

S O+r

e« Dla R—>w oraz r —>0: .p(a)')da)'—>0
S1
: ple')do' — —7(e(w)-1)
S

o—r
.

( da)+fp da) fp

-R o+r
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e Otrzymujemy wiec:

1 oo g(w') —1
fw)—1=— ( , ) dw’
Ti)—oo W — W
« Natepnie porownujemy odpowiednio czesci rzeczywiste i urojone obu stron:
1 foo g9(wf
filw) —1=— __ ?( ) dw’
eoew e < relacje KK (matem.)
1 £1 w') —1
£2 ("’U) - _.(,r _) - du’
« Korzystajac z zaleznosci:
. . g
flw)=14x+1-
csow

wiemy, ze gl(a)) - 51(— a)) oraz &, (a)) =-&, (— a))
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« Ostatecznie zaleznosci maja postac:

2 [® weg(w)

- {, 1 __ 1,/
c.l(w) — l = — wﬁg — ,;,;_;2 du.x

2w [ W)—-1, ,
fo(w) = — 7{} 1) dw

wr? 2

« Relacje (zwiazki dyspersyjne) taczace czesc rzeczywista i urojona
przenikalnosci elektrycznej nosza nazwe relacji Kramersa-Kroniga.

o Dodatkowo w szczegolnym przypadku:

2 [ go(wW
c1(0) = 1= —fﬂ 2;(, ) dw’

m L

gdzie 51(0) jest stata elektryczng materiatu.
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e 7 drugiej strony:

7 Ne?

o0
/ weg(w)dw = -
Jo

250m

« gdzie N jest koncentracja elektronow, e jego tadunkiem a m masa.

« W analogiczny sposob relacje Kramersa-Kroniga tacza ze sobg czesc
rzeczywista i urojong zespolonego wspotczynnika zatamania:

N =n-+ik
2 [ k(W) ,
nw)—1= ;7{} T2 dw

l)\,r_} oo u_;" _
r(w) = = 7{} W) 1{:1u;'

_ 2
. ) —L,-:.x2
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Mozna réwniez pokazac, ze:

n(0) =1+ — /ﬂmam)m

czyli, ze niskoczestotliwosciowy wspotczynnik zatamania jest okreslony
przez pole powierzchni pod krzywa wspotczynnika absorpcji.
Ekstrapolacja relacji Kramersa-Kroniga pozwala wyznaczy¢ przenikalnosc
elektryczna lub state optyczne, majac do dyspozycji wyniki pomiarow
wspotczynnika odbicia w ograniczonym zakresie spektralnym.

n(a)) oraz ;((a)) moga by¢ wyznaczone z widma odbicia (tatwiejszy pomiar),
wykorzystujac zespolong postac wspotczynnika odbicia:

n—+ww—1 io N =n+ir
r(w) = LT Re i
n+iix+1 n?— k=2

2w [ In R(w' o
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Poniewaz pomiar odbicia jest bardzo trudny dla catego zakresu czestotliwosci
(od zera do nieskonczonosci), potrzebna jest ekstrapolacja niskich oraz
wysokich czestotliwosci.

W przypadku matych czestotliwosci i niedomieszkowanego potprzewodnika,
wspotczynnik odbicia przyjmuje sie jako staty.

Dla bardzo duzych czestotliwosci, potprzewodnik moze byc¢ przyblizony gazem
swobodnych elektronow, dla ktorych przenikalnosc elektryczna wyrazona

jest przez:
1\ 2
W) =1~ (—P)

gdzie w, jest czestoscig plazmy i zalezy jedynie od gestosci elektronow
walencyjnych (pozostate elektrony sg zwigzane na tyle silnie, ze ich wktad
do przenikalnosci elektrycznej moze by¢ zwykle zaniedbany).



